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Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Â ýòîì íîìåðå ïðîäîëæàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ êóðñà ëåêöèé «Àíàëèç
âðåìåííûõ ðÿäîâ». Â ïðîøëîì íîìåðå áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, èõ õàðàê-
òåðèñòèêè è ñâîéñòâà, à òàêæå êëàññ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ òèïà ARMA è íåñòàöèîíàðíûõ – òèïà ARIMA. Ïðîàíàëèçèðî-
âàí ïîäõîä Áîêñà–Äæåíêèíñà ê èäåíòèôèêàöèè âðåìåííûõ ðÿäîâ. Â
íàñòîÿùåì íîìåðå ïðîäîëæàåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîäõîäà Áîêñà–Äæåí-
êèíñà, â ÷àñòíîñòè, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ òèïà ARIMA è ïðîãíîçè-
ðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìîäåëåé, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ
ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà.

Ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ íåêîòîðûõ íåñòàöèîíàðíûõ
âðåìåííûõ ðÿäîâ, íåñòàöèîíàðíûå ðÿäû òèïà TS è DS, òåñò Äèêêè–
Ôóëëåðà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òèïå ðÿäà.

Ëåêöèÿ 5

Îöåíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëåé òèïà ARMA

Äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè AR(p) tptptt XXX εαα +++= −− ...11  ìîæíî

ïðèìåíèòü îáû÷íûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ïîñêîëüêó ðåãðåññîðû
îòíîñÿòñÿ ê ïðåäûäóùèì ìîìåíòàì âðåìåíè, à tε

 
– áåëûé øóì, òî êîððåëÿöèÿ

ðåãðåññîðîâ ñî ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèåì tε  îòñóòñòâóåò. ÌÍÊ íå äàåò íåñìåùåí-

íûõ îöåíîê, íî äàåò ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèñóòñòâóåò ñòî-
õàñòè÷åñêèé ðåãðåññîð. Ðàçóìååòñÿ, ìû äîëæíû òùàòåëüíî ïðîâåðèòü ïî îñòàò-
êàì, äåéñòâèòåëüíî ëè íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî tε  – áåëûé øóì, âûïîë-

íåíû. Åñëè äîïîëíèòåëüíî áåëûé øóì ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì, òî çíà÷åíèÿ tX  ðàñïðå-

äåëåíû íîðìàëüíî, à îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ, ïðîèçâåäåííûå ÌÍÊ, ñîñòîÿòåëüíû è
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íîðìàëüíîñòü îöåíîê äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè.

Åñëè äàííûå èìåþò íåíóëåâîå âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, òî ìîæíî ëèáî âû÷åñòü
ýòî ñðåäíåå èç äàííûõ è ñòðîèòü ðåãðåññèþ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ëèáî ïðîñòî ñòðî-
èòü ðåãðåññèþ ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì θ . Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà AR(p) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâå ñòàòèñòèêè: óæå óïîìÿ-
___________________________
Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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îöåíêè ÌÍÊ. Äëÿ ãàóññîâà ïðîöåññà tε
 
îáå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû è àñèìïòîòè÷å-

ñêè íîðìàëüíû. Áîëåå òîãî, îáå îíè àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìû îò îöåíîê ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè, ïîëó÷åííûõ ÌÍÊ.

Äëÿ ìîäåëåé ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî íåâîçìîæíî àíàëèòè÷åñêè âûðàçèòü îñòà-

òî÷íóþ ñóììó êâàäðàòîâ ∑ 2
ie ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðåàëèçàöèè tX  è ïàðàìåòðû ìîäå-

ëè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèòü ÌÍÊ. Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóþò 2 âîç-
ìîæíîñòè, ïî-ðàçíîìó ðåàëèçîâàííûå ñåãîäíÿ â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîìïüþòåð-
íûõ ïðîãðàììàõ.

Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè îøèáêè tε  âûðàæàåì êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó îøèáîê (åå ýëåìåíòû – çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè) ÷åðåç
ïàðàìåòðû 1β , 2β , …, qβ  îáðàòèìîé ìîäåëè MA(q). Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ
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Çäåñü ÷åðåç XΣ  îáîçíà÷åíà êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ïðîöåññà X
r

. Ýëåìåíòû ýòîé

ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ, êàê ìû âèäåëè, ÷åðåç ïàðàìåòðû ìîäåëè 1β , 2β , …, qβ ,

ïîýòîìó ïðîöåäóðà ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò íàéòè îöåíêè ìåòîäà ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðûå áóäóò îáëàäàòü îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè ñî-
ñòîÿòåëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè. Êðîìå òîãî, îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè MA(q) è îöåíêà äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåçàâè-
ñèìû.

Âòîðîé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îáëåã÷èòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ïðèìå-
íèëè Áîêñ è Äæåíêèíñ [2]. Îíè ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó íåëèíåéíîé
îïòèìèçàöèè: ïðîöåäóðó ïîèñêà íà ñåòêå (grid-search procedure). Ðàññìîòðèì èäåþ
ýòîãî ïîäõîäà íà ïðèìåðå ïðîöåññà MA(2). Íàéäåì ñíà÷àëà îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ïðîöåññà Х  â ïðåäïîëîæåíèè î åãî ñòàöèîíàðíîñòè è ýðãîäè÷íîñòè.
Çàòåì âûáåðåì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ),( 21 ββ , íàïðèìåð (0,5; 0,5). Èñõîäÿ èç

óðàâíåíèÿ ïðîöåññà, Х1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå îøèáêè, íî îíè íå èç-

âåñòíû. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 11 eXX += . Ýòî äàåò íàì XXe −= 11 . Çàòåì

ïîëàãàåì 1122 eXXe β−−= , 122133 eeXXe ββ −−−=  è òàê äàëåå.

Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ∑ = ),( 21
2 ββSei . Ïî-

ñêîëüêó îíà ïîñ÷èòàíà äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ),( 21 ββ , ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü åå êàê ôóíêöèþ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå êàêîé-ëèáî ÷èñëåííîé
ïðîöåäóðîé, íàïðèìåð ïîèñêîì íà ñåòêå, ìîæíî ïåðåáèðàòü êîìáèíàöèè 1β  è 2β

èëè ÷èñëåííî èñêàòü ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè: ∑ 2

21

ie
ββ ,

min . Êîýôôèöèåíòû ),( ∗∗
21 ββ ,

http://www.pdffactory.com


2002 ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ 253

êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìèíèìóì âûðàæåíèÿ ∑ 2
ie , è áóäóò îöåíêàìè êîýôôèöè-

åíòîâ ìîäåëè MA(2).

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëè MA(q) ìû ôèêñèðóåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 00
1 qββ ,...

è îïðåäåëÿåì îñòàòêè ÷åðåç íàáëþäåíèÿ: XXe −= 11 , 1
0
122 eXXe β−−=  è òàê äà-

ëåå. Ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ îñòàòêîâ äîñòàòî÷íî ïðîñòà, âñå îñòàòêè ñ îòðèöàòåëü-
íûìè è íóëåâûì èíäåêñàìè â èñïîëüçóåìûõ âûðàæåíèÿõ çàìåíÿåì íóëÿìè. Çà-

òåì íàõîäèì ∑ 2
ie

β
rmin . ×èñëåííûì ïîèñêîì íàõîäèì îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Âîïðîñû

ñõîäèìîñòè ýòîé ïðîöåäóðû è âëèÿíèÿ âûáîðà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé íà ðåçóëüòàò
ìû îñòàâèì çà ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ. Óïîìÿíåì òîëüêî, ÷òî ïîêàçàíà àñèìïòî-
òè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû îöåíèâàíèþ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè ARMA(p,q). Äëÿ èõ îöåíèâàíèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïîèñêîì íà ñåòêå. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü, êàê ýòî
äåëàåòñÿ, ðàññìîòðèì ìîäåëü ARMA(2,2). Ïóñòü óðàâíåíèå ìîäåëè èìååò âèä
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ñòîèò tZ . Îïðåäåëèì «íàáëþäåíèÿ» tZ

 
÷åðåç íàáëþäåíèÿ tX , ñêîíñòðóèðîâàâ

tZ òàê æå, êàê ðàíåå îñòàòêè ìîäåëè ÌÀ, ò.å. çíà÷åíèÿ tZ , êîòîðûå åùå íå îïðå-

äåëåíû (ñ íóëåâûìè è îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè), ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà:
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Äàëåå çíà÷åíèÿ tZ
 
ñâÿçàíû ñ îñòàòêàìè te

 
èñõîäíîé ìîäåëè ñëåäóþùèìè ñîîò-

íîøåíèÿìè: tttt eZZZ =−− −− 2211 αα . Îòíîñèòåëüíî ïðîöåññà tZ
 
ìîäåëü ñòàëà AR(2).

Çíàÿ «ðåàëèçàöèþ» tZ  äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ 21 ββ , , ìîæíî

îöåíèòü êîýôôèöèåíòû 1α  è 2α  ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííîãî ÌÍÊ. Â ðåçóëüòàòå

íàõîäèì îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ )~,~,~,~( 2121 ββαα , íî ïîëó÷åíû îíè ïî-ðàçíîìó.
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Îöåíêè )~,~( 21 ββ  çàäàíû êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. À ïîòîì, èñõîäÿ èç íèõ, ïî-

ñòðîåíû îïòèìàëüíûå îöåíêè )~,~( 21 αα . Ïðèìåíÿÿ ÷èñëåííûé ìåòîä îïòèìèçàöèè
(íàïðèìåð ïîèñê íà ñåòêå) îöåíèâàåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèå ìè-

íèìóì îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ ∑ 2
ie .

Åñëè áåëûé øóì ãàóññîâ, äëÿ îöåíèâàíèÿ ìîäåëè ARMA(p,q) ìîæíî òàêæå
ïðèìåíÿòü ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îáùàÿ ñõåìà åãî ïðèìåíåíèÿ
òàêîâà. Âûðàæàåì çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïðîöåññà ÷åðåç ïàðà-
ìåòðû ìîäåëè, ôîðìèðóåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà T, çàïèñûâàåì
ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ èìåþùåéñÿ âûáîðêè TXXX ,...,, 21 , ðåøàåì (êàê ïðà-
âèëî, ÷èñëåííî) ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî îöåíîê êîýôôè-
öèåíòîâ. Ðåàëüíûå àëãîðèòìû ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ðåàëèçîâàí-
íûå â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîìïüþòåðíûõ ïàêåòàõ, îòëè÷àþòñÿ îò ýòîé ñõåìû, íî
ïðèíöèïèàëüíî îíà îñóùåñòâèìà è îòðàæàåò ëîãèêó ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íàïîìíèì ïðîöåäóðó, êîòîðóþ ïðåäëîæèëè Áîêñ è Äæåíêèíñ. Íà ïåðâîì
øàãå ìû îïðåäåëÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ðÿä ñòàöèîíàðíûì. Äëÿ ýòîãî ñìîòðèì íà ïîâå-
äåíèå âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîð-
ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Åñëè èõ ïîâåäåíèå íå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñòàöèîíàðíîñòè
èññëåäóåìîãî ïðîöåññà, ïðåîáðàçóåì èñõîäíûé ðÿä âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàçíîñòåé è ñìîòðèì íà ïîâåäåíèå òåõ æå ôóíêöèé äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà.
Äîáèâøèñü ñòàöèîíàðíîñòè, ìû òåì ñàìûì îïðåäåëèëè ïàðàìåòð èíòåãðàöèè d
âðåìåííîãî ðÿäà. Ïîñëå ýòîãî, àíàëèçèðóÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðÿäà ïîâåäåíèå âû-
áîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé, ïîäáèðà-
åì ïàðàìåòðû p è q. Âñå ýòî âìåñòå ïðèíÿòî íàçûâàòü èäåíòèôèêàöèåé ìîäåëè.
Ýòî íåêàÿ ñìåñü òî÷íûõ çíàíèé, èíòóèöèè è èñêóññòâà. Çàòåì, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ
(p,d,q), ìû òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îöåíèâàåì êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé
ARIMA ìîäåëè.

Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà, îáñóäèì, êàê
îöåíèòü êà÷åñòâî ïîëó÷åííîé ìîäåëè. Êîíå÷íî, íàäî ïðîâåðèòü, õîðîøî ëè ëåãëà
ìîäåëü íà äàííûå, ò.å. õîðîøî ëè ìû ïîäîãíàëè ìîäåëü. À òàêæå – íå íàðóøåíû
ëè íàìè íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ tε , ÷òî

çàñòàâèò íàñ ñìåíèòü, âîçìîæíî, ìåòîäû îöåíèâàíèÿ.

Äèàãíîñòèêà ìîäåëè ARMA

ßñíî, ÷òî èñõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ äèàãíîñòèêè ñëóæàò îñòàòêè ìîäåëè.
Ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì, ïîýòîìó,
ïðåæäå âñåãî, íàäî ïðîâåðÿòü íåêîððåëèðîâàííîñòü îñòàòêîâ. Èòàê, ïðîâåðêå
ïîäëåæàò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, 2 ìîìåíòà. Ïåðâûé – ýòî êà÷åñòâî ìîäåëè. Íàì íó-
æåí èíäèêàòîð òèïà êðèòåðèÿ ìíîæåñòâåííîé äåòåðìèíàöèè R2. È âòîðîé – íàì
íàäî îáÿçàòåëüíî ïðîâåðèòü íåêîððåëèðîâàííîñòü îñòàòêîâ, èíà÷å îöåíèâàòü
AR(p)-÷àñòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íåëüçÿ, òàê êàê ìû ïîëó÷àåì íåñî-
ñòîÿòåëüíûå îöåíêè.

Êàê ïðàâèëî, ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿäîâ êðèòåðèè êà÷åñòâà
ïîäãîíêè ìîäåëåé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé ìåæäó ñîáîé. Ïîñêîëüêó
îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðîâîäÿòñÿ ïóòåì îïòèìèçàöèè, ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î
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âûáîðå ïîðÿäêà ìîäåëè, ò.å. î ñðàâíåíèè ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåò-
ðîâ. Àáñîëþòíûå êðèòåðèè, òèïà ñòàíäàðòíîãî êîýôôèöèåíòà ìíîæåñòâåííîé äå-
òåðìèíàöèè R2, íå ïðèìåíÿþòñÿ. Èç çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà êðèòåðèåâ ïîçíàêîìèì-
ñÿ ñ äâóìÿ íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûìè. Áîëåå ïîäðîáíî î êðèòåðèÿõ ïîäãîíêè
ìîäåëåé ìîæíî ïðî÷èòàòü â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè [5].

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííûé Àêàèêå
â 1974 ã. [1] êðèòåðèé AIC (Akaike information criterion) è ïðåäëîæåííûé Øâàð-
öåì â 1978 ã. [14] BIC (Bayesian information criterion). Îáà ýòè êðèòåðèÿ ïîñòðîåíû
ïðèìåðíî îäèíàêîâûì ñïîñîáîì. Èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé AIC äëÿ ìîäåëè
ARMA(p,q) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T
qpqpAIC +

+= 22σ̂ln),( ,

ãäå Ò – ÷èñëî íàáëþäåíèé. À êðèòåðèé Øâàðöà èìååò íåñêîëüêî äðóãîé âèä:

T
qpTqpBIC )(lnˆln),( +

+= 2σ . Ðàçóìååòñÿ, 
qpT

RSS
−−

=2σ̂ . Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê

ïîñòðîåíû ýòè êðèòåðèè: ëîãàðèôìû îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ ïëþñ øòðàô çà
óìåíüøåíèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íàì íóæíî òàê ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ p è q, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êàæäîãî èç êðèòåðèåâ, â òî
âðåìÿ êàê ïî êðèòåðèþ R2 ìû îòäàâàëè ïðåäïî÷òåíèå ìîäåëè ñ áîëüøèì åãî çíà-
÷åíèåì. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â îòëè÷èå îò êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè íè-
÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü íè î äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ, íè î çíàêå êðèòåðèåâ Àêàèêå è
Øâàðöà, ïîñêîëüêó ÷èñëåííàÿ âåëè÷èíà îöåíêè σ 2 çàâèñèò îò åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Êðèòåðèé Àêàèêå áàçèðóåòñÿ íà îáîáùåíèè ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ. Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì. Øèáàòà [13] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïðîöåññîâ AR êðèòåðèé AIC
ïåðåîöåíèâàåò ïîðÿäîê ìîäåëè, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ïîðÿäêà ìîäåëè íà îñíîâà-
íèè ýòîãî êðèòåðèÿ íåñîñòîÿòåëüíà.

Êðèòåðèé Øâàðöà BIC îñíîâàí íà áàéåñîâñêîì ïîäõîäå è èìååò áîëåå ôóí-
äàìåíòàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà ïîðÿäêà ìîäåëè
ïî ýòîìó êðèòåðèþ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé. Òåì íå ìåíåå, íà ïðàêòèêå ÷àùå èñ-
ïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé AIC. Ñóùåñòâóåò ìàññà ðàáîò, â êîòîðûõ
ñðàâíèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòèõ êðèòåðèåâ ïî îòíîøåíèþ ê ðàçíûì ìîäåëÿì, íî
îêîí÷àòåëüíîãî âûâîäà ïîêà íå ñäåëàíî. Íà ïðàêòèêå ðàçíûå êðèòåðèè ìîãóò
ïðèâåñòè ê âûáîðó ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Åñòü íåêîòîðûé íàêîïëåííûé îïûò ïî
ïîâîäó òîãî, ê êàêèì òèïàì ìîäåëåé ïðèâîäèò îäèí êðèòåðèé è ê êàêèì ïðèâîäèò
äðóãîé. Åñëè âû ïóáëèêóåòå êàêèå-òî èññëåäîâàíèÿ, ñ÷èòàåòñÿ âïîëíå íîðìàëü-
íûì ïðîñòî óêàçàòü, êàêîé êðèòåðèé âû ïðèìåíÿåòå áåç ñïåöèàëüíîãî îáîñíîâà-
íèÿ âàøåãî âûáîðà. Ïîïóëÿðíûé ïàêåò äëÿ àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ Econometric
views ðàññ÷èòûâàåò îáà ýòè êðèòåðèÿ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðîâåðêå àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ. Â ýòîì âîïðîñå ñóùå-
ñòâóåò ðàñõîæäåíèå ìåæäó òåì, êàê ñëåäîâàëî áû ïîñòóïàòü ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ è òåì, ÷òî äåëàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè. Åùå â 1970 ã. Áîêñ è Ïèðñ ïðåäëîæèëè
ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè àâòîêîððåëÿöèè âðåìåííîãî ðÿäà, êîòî-
ðûé ñåãîäíÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü Q*-ñòàòèñòèêîé. Òåñò Áîêñà–Ïèðñà ïðîâåðÿåò ãè-
ïîòåçó î ñîâìåñòíîì ðàâåíñòâå íóëþ âñåõ àâòîêîððåëÿöèé âðåìåííîãî ðÿäà äî ïî-
ðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî, ò.å. ãèïîòåçó Í0: mρρρ === ...21 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé
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2*  èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå 2
mχ . Ýòîò òåñò

áûëî ïðåäëîæåíî ïðèìåíÿòü äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ ìîäå-
ëè òèïà ARMA(p,q), ïðè ýòîì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû óìåíüøàåòñÿ íà (p+q).

Ðàáîòà Áîêñà è Ïèðñà áûëà îïóáëèêîâàíà â 1970 ã. Â òîì æå ãîäó Äàðáèí
îïóáëèêîâàë â äðóãîì æóðíàëå ñâîþ ðàáîòó, â êîòîðîé ïîêàçàë, ÷òî ñòàòèñòèêà
Äàðáèíà–Óîòñîíà íå ïðèìåíèìà äëÿ ïðîâåðêè àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ ïðè íà-
ëè÷èè â êà÷åñòâå ðåãðåññîðà îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé ñ ëàãîì. Îäíîâðåìåííî Äàð-
áèí ïðåäëîæèë òàê íàçûâàåìóþ h-ñòàòèñòèêó è àëüòåðíàòèâíóþ ïðîöåäóðó Äàðáè-
íà äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè â òàêèõ ìîäåëÿõ. Ýòè ðàáîòû ïîÿâèëèñü
â ðàçíûõ æóðíàëàõ ïðèìåðíî â îäíî è òî æå âðåìÿ, è êàæäàÿ ïîðîäèëà ïîñëåäî-
âàòåëåé. Íå ñðàçó áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â ìîäåëÿõ ñ ëàãîâîé îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåí-
íîé â êà÷åñòâå ðåãðåññîðà ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ïèðñà íå ïðèìåíèìà ïî òåì æå ïðè-
÷èíàì, ÷òî è ñòàòèñòèêà Äàðáèíà–Óîòñîíà. Ïîñêîëüêó â ìîäåëÿõ âðåìåííûõ ðÿäîâ
ïðîâåðêà íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè êðèòè÷åñêè âàæíà, ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ïèðñà
íàøëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå è äî ñèõ ïîð âõîäèò â ñîñòàâ áîëüøèíñòâà ñïåöèàëè-
çèðîâàííûõ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ïàêåòîâ.

Ïîñêîëüêó îáíàðóæèëîñü, ÷òî ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ïèðñà èìååò ìàëóþ ìîù-
íîñòü, Áîêñ è Ëüþíã [6] â 1978 ã. ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü äëÿ òåõ æå öåëåé

óëó÷øåííóþ Q-ñòàòèñòèêó ∑
=

−−+=
m

i
iriTTTQ

1

212 )()( , êîòîðóþ, êàê è ñòàòèñòèêó

Áîêñà–Ïèðñà, ÷àñòî íàçûâàþò ïîðòìàíòî-ñòàòèñòèêîé (portmanteau-statistics). Ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñòàòèñòèêîé Áîêñà–Ïèðñà ðàçëè÷íûì ñëàãàåìûì ïðèäàíû ðàçíûå
âåñà. Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ýòà ñòàòèñòèêà èìååò òî æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå 2
mχ , íî ëó÷øå èì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé. Ê

ñîæàëåíèþ, è ñòàòèñòèêà Áîêñà–Ëüþíãà òåîðåòè÷åñêè íå ïðèìåíèìà äëÿ òåñòè-
ðîâàíèÿ àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ â ìîäåëÿõ ARMA ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è
ñòàòèñòèêè Äàðáèíà–Óîòñîíà è Áîêñà–Ïèðñà. Òåì íå ìåíåå, ñòàòèñòèêà Áîêñà–
Ëüþíãà âõîäèò âî âñå ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïàêåòû, ìíîæåñòâî èññëåäîâàòåëåé åþ
ïîëüçóþòñÿ, õîòÿ îíà òåîðåòè÷åñêè íå ñîñòîÿòåëüíà.

Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèè â ìîäåëÿõ ARMA ëó÷øå âîñïîëüçî-
âàòüñÿ áîëåå ìîùíûì è óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì, à èìåííî ìåòîäîì ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà (Lagrange multiplier – LM), ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîâåðêå àâòîêîððåëÿöèè
îñòàòêîâ åãî åùå íàçûâàþò òåñòîì Áðîéøà–Ãîäôðè (Breusch–Godfrey). Îí âõîäèò â
«òðèàäó» êëàññè÷åñêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òåñòîâ: îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèé, Âàëüäà,
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è ïðèìåíèì äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ ïðîâåðêè îãðàíè÷å-
íèé íà êîýôôèöèåíòû ìîäåëè. Ìû çíàêîìèëèñü ñ ýòèì òåñòîì åùå â êóðñå ýêîíî-
ìåòðèêè, ñôîðìóëèðóåì åãî ïðèìåíèòåëüíî ê àíàëèçó àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ.

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè

tkkt XXY εβββ ++++= ...110 ,

ãäå kXX ,...1  
– ðàçíûå ðåãðåññîðû, â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî, è ëàãîâûå çíà÷åíèÿ êàê

îáúÿñíÿþùèõ, òàê è îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðèì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî εt

http://www.pdffactory.com


2002 ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ 257

ïîä÷èíÿåòñÿ àâòîðåãðåññèîíîé ñõåìå ïîðÿäêà p, ò.å. çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

tptptt u+++= −− εγεγε ...11 , ãäå ut – áåëûé øóì. Â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè

îñíîâíàÿ è àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçû ïðèíèìàþò âèä:
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Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Ìåòîäîì ÌÍÊ ñòðîèòñÿ îáû÷íàÿ ðåãðåññèÿ âèäà

tkkt XXY εβββ ++++= ...110 .

Îáîçíà÷èì åå îñòàòêè ÷åðåç et.
1. Ñòðîèòñÿ ðåãðåññèÿ ëèáî òîé æå îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé Yt, ëèáî îñòàò-

êîâ et íà ñòàðûå ðåãðåññîðû è îñòàòêè ñ ëàãîì äî p âêëþ÷èòåëüíî (òî åñòü â êà÷å-
ñòâå äîïîëíèòåëüíûõ îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì pttt eee −−− ,...,, 21 ).

2. Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ãðóïïà äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ èçëèøíåé. Åñëè â êà÷åñòâå îáúÿñíÿåìîé ïåðåìåííîé èñïîëüçóþòñÿ îñòàò-

êè, òî ñòàòèñòèêà 2TR , ãäå T – ÷èñëî íàáëþäåíèé, à 2R – êîýôôèöèåíò ìíîæåñò-
âåííîé äåòåðìèíàöèè ðåãðåññèè èç ïóíêòà 1, èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå (ïðè óâåëè-

÷åíèè ÷èñëà íàáëþäåíèé) ðàñïðåäåëåíèå 2χ  ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå íóëþ ãðóïïû ïåðåìåííûõ ìû ïðèâûêëè

èñïîëüçîâàòü F-ñòàòèñòèêó, ïðîâåðÿþùóþ, ôàêòè÷åñêè, ñòàòèñòè÷åñêóþ çíà÷è-
ìîñòü óìåíüøåíèÿ îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ îò âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Ðàçóìååòñÿ, F-ñòàòèñòèêà ïðèìåíèìà è â ýòîì ñëó÷àå. Íî, íàïîìíèì,
îíà ïðèìåíèìà òîëüêî ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîãî ÷ëåíà. Ïðèìå-
íåíèå æå òåñòà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà íå òðåáóåò íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ,
íî «ðàáîòàåò» òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè. Ñîâðåìåííûå ýêîíîìåòðè÷åñêèå ïàêåòû, â
÷àñòíîñòè Eviews, ñîîáùàþò ïîëüçîâàòåëþ ïðè ïðèìåíåíèè LM-òåñòà çíà÷åíèÿ è
êðèòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè (p-values) äëÿ îáåèõ ñòàòèñòèê, òàê ÷òî âû ìîæåòå âû-
áèðàòü: èñïîëüçîâàòü ëè F-îòíîøåíèå, âåðíîå äëÿ êîíå÷íûõ âûáîðîê, íî â ïðåä-
ïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè, ëèáî íå òðåáîâàòü íîðìàëüíîñòè è èñïîëüçîâàòü ñòàòè-

ñòèêó 2TR , âåðíóþ ëèøü àñèìïòîòè÷åñêè.
Äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî òåñòîâ. Ìû ðàññìîòðèì

òåñò Õàðêå–Áåðà (Jarque–Bera). Ýòîò òåñò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îí âû-

÷èñëÿåò âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè ∑ −= 3
3

1 )( Xe
T

S tσ

è ýêñöåññà ∑ −= 4
4

1 )( µ
σ te

T
K , ãäå X  – âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, à σ  – âûáîðî÷íîå

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îñòàòêîâ ìîäåëè. Ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè îñòàòêîâ, ñòàòè-

ñòèêà Õàðêå–Áåðà ][ 22 3
4
1

6
1 )()(

−+
−−− KSqpT

 èìååò 2χ
 
ðàñïðåäåëåíèå ñ äâóìÿ

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ëåêöèÿ 6

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà ê
âðåìåííûì ðÿäàì, ïðåäñòàâëÿþùèì ýêîíîìè÷åñêèå ïåðåìåííûå.

Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî àíàëèçèðóåìûõ ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíäåêñ ðåàëüíîé ãîäîâîé äîõîäíîñòè, ðàññ÷èòûâàåìûé êîìïàíèåé Stan-
dard & Poors ïî 500 àêöèÿì äëÿ ÑØÀ (S&P-500). Ðàññìîòðèì ðÿä äëÿ ïåðèîäà
1872–1995 ãã. [9]. Ñðåäíåå çíà÷åíèå âðåìåííîãî ðÿäà ñîñòàâëÿåò 3,08 àìåðèêàí-
ñêèõ öåíòà çà ãîä.

Âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè rk è ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îøèáîê ýòèõ îöåíîê ïðèâåäåíû â òàáë. 6.1. Â òðåòü-
åì ñòîëáöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè Áîêñà–Ëüþíãà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òàáëèöà 6.1.

Íîìåð ëàãà rk s.e.(rk) Q(k)

1 0,043 0,093 0,24 (0,62)

2 -0,169 0,093 3,89 (0,14)

3 0,108 0,093 5,40 (0,14)

4 -0,057 0,094 5,83 (0,21)

5 -0,117 0,094 7,61 (0,18)

6 0,030 0,094 7,73 (0,26)

7 0,096 0,094 8,96 (0,25)

8 -0,076 0,096 9,74 (0,28)

9 -0,000 0,097 9,74 (0,37)

10 0,086 0,097 10,76 (0,38)

11 -0,038 0,099 10,96 (0,45)

12 -0,148 0,099 14,00 (0,30)

Ðÿä ñîäåðæèò 123 òî÷êè. Ýòî äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî, ïîýòîìó äëÿ ïðîâåð-
êè çíà÷èìîñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ñîâåðøåííî
î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíî èç çíà÷åíèé rk íå çíà÷èìî íà òðàäèöèîííûõ óðîâíÿõ çíà-
÷èìîñòè. Ýòî âèäíî ïðîñòî ïî îáû÷íîé t-ñòàòèñòèêå. Îòíîøåíèå îöåíêè ê åå ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîìó îòêëîíåíèþ, êàê ïðàâèëî, äàæå ìåíüøå åäèíèöû.

Òîò æå âûâîä ìîæíî ñäåëàòü ïî ñòàòèñòèêàì Q, âñå èõ çíà÷åíèÿ íå ïîçâî-
ëÿþò îòâåðãíóòü ãèïîòåçó î íóëåâûõ àâòîêîððåëÿöèÿõ. Íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé
êðèòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè p-value ñîñòàâèëî 0,14. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ëþáîì
óðîâíå çíà÷èìîñòè ìåíüøå ÷åì 0,14 ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü ãèïîòåçó îá îòñóò-
ñòâèè àâòîêîððåëÿöèè, ò.å. î ñîâìåñòíîì ðàâåíñòâå íóëþ âñåõ kρ . Îòñþäà ìû äå-

ëàåì ïåðâûé âûâîä, ÷òî âðåìåííîé ðÿä ãîäîâûõ çíà÷åíèé èíäåêñà S&P-500 ÿâëÿ-
åòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Âî-âòîðûõ, ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ìîäåëü ARMA. Åñëè áû
ó ðÿäà áûëà ÌÀ-÷àñòü, òî ìû çíàåì, ÷òî 0=kρ , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ó

íàñ óæå 01 =ρ , ò.å. ÌÀ-÷àñòè íåò. Åñëè áû áûëà AR-÷àñòü, òî çíà÷åíèÿ kρ
 
äîëæ-

íû áûëè áû ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü, ÷òî íå íàáëþäàåòñÿ. Èòàê, ìû óñòàíîâèëè,
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÷òî íàø ïðîöåññ èìååò âèä tt eX += µ , äðóãèìè ñëîâàìè – ýòî ïðîñòî áåëûé øóì,

èëè ARMA(0,0). Ýòî äàâíî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò. Îáû÷íî åãî òðàêòóþò êàê ñïðà-
âåäëèâîñòü èãðû íà áèðæå, ò.å. ïîëíóþ íåïðåäñêàçóåìîñòü èçìåíåíèÿ äîõîäíîñòè
àêöèé.

Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Ò. Ìèëëñó [8], ïðèìåð äðóãîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Îáúåê-
òîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé interest rate spread, ò.å. ðàçíèöà ìå-
æäó ñòàâêàìè ïî êîðîòêèì è äëèííûì áóìàãàì. Â êà÷åñòâå äëèííûõ áóìàã äëÿ
Âåëèêîáðèòàíèè âûáðàíû 20-ëåòíèå áóìàãè (UK gilts), à â êà÷åñòâå êîðîòêèõ –
áóìàãè íà 91 äåíü (91 day Treasury Bills). Äàííûå ÿâëÿþòñÿ êâàðòàëüíûìè, ïåðè-
îä íàáëþäåíèÿ ñ I êâàðòàëà 1952 ã. ïî IV êâàðòàë 1988 ã.

Äëÿ ýòîãî ðÿäà áûëè ðàññ÷èòàíû 12 çíà÷åíèé âûáîðî÷íûõ àâòîêîððåëÿöè-
îííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé (ñì. òàáë. 6.2).

Òàáëèöà 6.2.

Íîìåð ëàãà rk s.e. (rk) kkΦ̂ s.e. ( kkΦ̂ )

1 0,829 0,082 0,829 0,082

2 0,672 0,126 -0,048 0,082

3 0,547 0,148 0,009 0,082

4 0,435 0,161 -0,034 0,082

5 0,346 0,169 0,005 0,082

6 0,279 0,174 0,012 0,082

7 0,189 0,176 -0,116 0,082

8 0,154 0,178 0,114 0,082

9 0,145 0,179 0,047 0,082

10 0,164 0,180 0,100 0,082

11 0,185 0,181 0,028 0,082

12 0,207 0,182 0,038 0,082

Âïëîòü äî 9-îãî ëàãà çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè rk
óáûâàþò ïî âåëè÷èíå, à ïîòîì îíè íà÷èíàþò íåìíîãî ðàñòè. Ìîæíî ñäåëàòü çàê-
ëþ÷åíèå, ÷òî ýòîò ïðîöåññ àáñîëþòíî òî÷íî íå ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì. Â òî æå
âðåìÿ ñîìíåíèé â åãî ñòàöèîíàðíîñòè íåò. Ïÿòü ïåðâûõ àâòîêîððåëÿöèé ñòàòèñòè-
÷åñêè çíà÷èìû, îñòàëüíûå íåò. Ïîõîæå, ÷òî ðÿä ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê àâòîðåãðåñ-
ñèè 1 èëè áîëüøå, âîçìîæíî, óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè ïîñëå 9-îãî ëàãà âû-
çâàíî ïðèñóòñòâèåì ïàðû êîìïëåêñíûõ êîðíåé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè.

Äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ àâòîêîððåëÿöèé ó èñõîäíîãî ðÿäà ïîñìîòðèì çíà÷åíèÿ
ïîðòìàíòî-ñòàòèñòèê: Q(12)=305,0, à Q*(12)=295,2. Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî 2
kχ , ðàâíî k, òî

äàæå áåç òàáëèö ïîíÿòíî, ÷òî, èñïîëüçóÿ Q ñòàòèñòèêó, ìû äîëæíû îòêëîíèòü ãè-
ïîòåçó î òîì, ÷òî ïåðâûå 12 òåîðåòè÷åñêèõ àâòîêîððåëÿöèé ñîâìåñòíî ðàâíû íóëþ.

Ñòîèò ïîñìîòðåòü íà ïîâåäåíèå âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè. Åäèíñòâåííîå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîå çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé ÷àñòíîé
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè – ïåðâîå. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íî
âåñêîå ñâèäåòåëüñòâî â ïîëüçó ìîäåëè AR(1).
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Ðàç ðÿä ñòàöèîíàðåí, òî d=0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü, ñêîðåå âñåãî, èìååò
âèä ARIMA(1,0,0). Êîíå÷íî, ýòî íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü. Äàâàéòå îöåíèì
ýòó ìîäåëü. Ìîäåëü AR(1) îöåíèâàåòñÿ ïðîñòî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
÷òî äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (â ñêîáêàõ ïîä îöåíêàìè êîýôôèöèåíòîâ – èõ
ñòàíäàðòíûå îøèáêè): ttt eXX ++= −1

04500980
85601760

),(),(
,, ; 8700,ˆ =σ . Ìû âèäèì, ÷òî interest

rate spread óæå èìååò ñìûñë ïðîãíîçèðîâàòü, òàê êàê íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ î
åãî áóäóùåì ñîäåðæèòñÿ â åãî òåêóùåì çíà÷åíèè. Ìîäåëü ñîäåðæèò çíà÷èìûé
ñâîáîäíûé ÷ëåí, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ðÿäà åñòü íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå. Åãî îöåíêà ðàâíà 2271
85601

1760 ,,
,ˆ =

−
=µ , ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ýòîé îöåíêè ñî-

ñòàâëÿåò 0,506. Q-ñòàòèñòèêà äëÿ ðÿäà îñòàòêîâ ýòîé ìîäåëè ñîñòàâèëà 13,21, ÷òî
î÷åâèäíî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè àâòîêîððåëÿöèé, õîòÿ ìû ïîìíèì, ÷òî
òåîðåòè÷åñêè ýòîò òåñò çäåñü íåïðèìåíèì. Âïðî÷åì, òåñò ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ïðèâîäèò ê òîìó æå âûâîäó.

Íàø ïîäõîä âñå âðåìÿ ñòðîèëñÿ íà òîì, ÷òî ìû ïîäáèðàëè íàèëó÷øóþ ìî-
äåëü. Åñòü àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä. Åñëè ìû ìîæåì îäèí è òîò æå ïðîöåññ çàïè-
ñàòü ìîäåëÿìè äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ïî õàðàêòåðèñòèêàì, òî áóäåì ôîðìèðîâàòü
òàê íàçûâàåìûé ïîðòôåëü ìîäåëåé (íàáèðàòü ãðóïïó ìîäåëåé). Â íàøåì ñëó÷àå â
ïåðâóþ î÷åðåäü èìåëî áû ñìûñë ðàññìîòðåòü ìîäåëè ARMA(1,1) è AR(2). Ïîñëå
îöåíèâàíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ìîäåëè:

tttt eXXXAR +−+= −− 2
0840

1
05401010

0790927019702
),(),(),(

,,,:)( ; 8690,ˆ =σ .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, îöåíêà îñòàòî÷íîé ñóììû êâàäðàòîâ ñòàëà ÷óòü ìåíü-
øå, íî íå î÷åíü ñóùåñòâåííî. Êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîì ðåãðåññîðå íåçíà÷èìûé.

1
0950

1
05101040

09208310213011 −− +++= tttt eeXXARMA
,),(),(
,,,:),( ; 8700,ˆ =σ .

È â ýòîé ìîäåëè óìåíüøåíèÿ îöåíêè äèñïåðñèè îøèáêè íå ïðîèçîøëî, õîòÿ
ìû äîáàâèëè ïàðàìåòð. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìû îòäàåì ïðåäïî÷òåíèå AR(1). Ìåòîä
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðèìåíåííûé ê êàæäîé èç äâóõ ìîäåëåé, ïîêàçàë îòñóò-
ñòâèå àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî îòáîð ëó÷øåé ìîäåëè
ïî êðèòåðèÿì AIC è BIC ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ðàññìîòðèì
ðÿä ìåñÿ÷íûõ çíà÷åíèé èíäåêñà äåëîâîé àêòèâíîñòè äëÿ Âåëèêîáðèòàíèè FTA All
Share (Financial Times-Actuaries) çà ïåðèîä c 1965 ïî 1990 ãã. [8]. Ðÿä íàñ÷èòûâàåò
îêîëî 300 òî÷åê, ò.å. äîñòàòî÷íî äëèííûé. Âíà÷àëå ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ âûáîðî÷-
íûõ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèé (ñì. òàáë. 6.3).

Êðîìå òîãî, áûëà ïîñ÷èòàíà Q-ñòàòèñòèêà, Q(12)=19,3. Àðãóìåíò 12 óêàçû-
âàåò êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, âêëþ÷àåìûõ â ñóììó, ò.å. êîëè÷åñòâî àâòîêîððåëÿ-
öèé, ñîâìåñòíîå ðàâåíñòâî êîòîðûõ íóëþ ïðîâåðÿåòñÿ. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà äëÿ ýòîé
ñòàòèñòèêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âïëîòü äî ëàãà ñ íîìåðîì 12 èñòèííûå çíà÷å-
íèÿ kρ  ðàâíû íóëþ. Ýêâèâàëåíò ð-value äëÿ Q(12) ñîñòàâèë 0,08. Ñëåäîâàòåëüíî, íà

óðîâíå çíà÷èìîñòè 5% ìû íå ìîæåì îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè
íåíóëåâûõ çíà÷åíèé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ÷ëåíà âïëîòü äî
ïîðÿäêà, ðàâíîãî 12.
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Òàáëèöà 6.3.

Êîëè÷åñòâî ëàãîâ rk s.e. (rk) kkΦ̂ s.e. ( kkΦ̂ )

1 0,148 0,057 0,148 0,057

2 -0,061 0,059 0,085 0,057

3 0,117 0,060 0,143 0,057

4 0,067 0,061 0,020 0,057

5 -0,082 0,062 -0,079 0,057

6 0,013 0,062 0,034 0,057

7 0,041 0,063 0,008 0,057

8 -0,011 0,064 0,002 0,057

9 0,087 0,064 0,102 0,057

10 0,021 0,064 -0,030 0,057

11 -0,008 0,064 0,012 0,057

12 0,026 0,064 0,064 0,057

Èç òàáë. 6.3 òðóäíî ñðàçó âûÿâèòü êàêîå-òî îïðåäåëåííîå ïîâåäåíèå rk

èëè kkΦ̂ , íåò óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî

íîìåðà. Çíà÷åíèÿ rk äëÿ ëàãîâ 1 è 3 çíà÷èìû íà 5-ïðîöåíòíîì óðîâíå çíà÷èìî-
ñòè, åñëè ìû ïðèìåíèì êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ t=1,96.
Âî âñÿêîì ñëó÷àå, òðóäíî óâèäåòü â ýòèõ äàííûõ ñâèäåòåëüñòâà â ïîëüçó òî÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p è q. Ïîæàëóé, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü p è q íå áîëü-
øå 3, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ñ áîëüøèì ëàãîì íåçíà÷èìû. Èòàê, 33 ≤≤ qp , . Ìû íå
ïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü òî÷íî p è q, à âûáèðàåì íåêèå èõ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ.

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ àâòîêîððåëÿöèîííîé è ÷àñòíîé àâòîêîððå-
ëÿöèîííîé ôóíêöèé áûñòðî ñòàíîâÿòñÿ íåçíà÷èìûìè, åñòü îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü ðÿä

ñòàöèîíàðíûì. Â ïðèíöèïå ïîâåäåíèå rk è kkΦ̂  ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå ïîâåäåíèÿ

ñòàöèîíàðíîãî ðÿäà. Ó íàñ åñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé, ïðàâäà, íå âèäíî, ÷òîáû îíè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàëè, íî, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, ñòàöèîíàðíûå ìîäåëè ñ p è q ìåíüøå èëè ðàâíûì 3 âïîëíå ðàçóìíûå «êàí-
äèäàòû» íà áîëåå ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå.

Îäèí èç ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðîÿòñÿ âñå ìîäåëè

äëÿ p≤3 è q≤3. Çäåñü èõ ñîâñåì íåìíîãî. Ïîýòîìó ñîñòàâèì ñâîäíóþ òàáëèöó äëÿ
çíà÷åíèé êðèòåðèåâ AIC è BIC â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Òàáëèöà 6.4.

Êðèòåðèé AIC
q

0 1 2 3

   0 3,701 3,684 3,685 3,688
   1 3,689 3,685 3,694 3,696
   2 3,691 3,695 3,704 3,699
   3 3,683 3,693 3,698 3,707

p
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû

Êðèòåðèé BIC
q

0 1 2 3

   0 3,701 3,696 3,709 3,724

   1 3,701 3,709 3,730 3,744

   2 3,715 3,731 3,752 3,759

   3 3,719 3,741 3,758 3,779

Êàê âèäíî, ïî êðèòåðèþ AIC, ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ó ìîäåëè ARMA(3,0).
Ïî êðèòåðèþ Øâàðöà íàèëó÷øåé îêàçàëàñü äðóãàÿ ìîäåëü ÀRMA(0,1), ò.å. ñêîëüçÿ-
ùåå ñðåäíåå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì îöåíåííûå ìîäåëè, îòîáðàííûå ïî îáîèì êðèòåðèÿì.
Äëÿ ìîäåëè ARMA(3,0) áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå

(â ñêîáêàõ – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöè-
åíòîâ):

.ˆ
)()()()(.

256144010801730414 3
0570

2
0570

1
0570620

,;,,,,
,,,,

=++−+= −−− σtttt
es
t eXXXX

Äëÿ ìîäåëè ARMA(0,1) áûëî ïîëó÷åíî:

2961860585 1
0560350

,;,,
,,

=++= − σ̂
)()(

ttt eeX .

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â îáåèõ ìîäåëÿõ çíà÷èìû.
Âî-âòîðûõ, ïîëó÷åííûå ìîäåëè âûãëÿäÿò âåñüìà ðàçíûìè. Äàâàéòå ïîñìîòðèì,
òàê ëè ýòî. Íà÷íåì ñ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé. Äëÿ ìîäåëè ARMA(0,1)
îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, î÷åâèäíî, ðàâíà 585,=µ̂ , à äëÿ ìîäåëè
ARMA(3,0) îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áóäåò ðàâíà

585
1440108017301

414 ,
,,,

,
=

−+−
=µ̂ .

Âèäíî, ÷òî ïî îöåíêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýòè ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû.
Òàê êàê ARMA(0,1) – ýòî, ïî ñóòè, åñòü ìîäåëü ÌÀ(1), è êîýôôèöèåíò 0,186

ìåíüøå 1, ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Ïîýòîìó îíà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùå-
ìó âûðàæåíèþ:

...,...)()( +−+−=+−+−= −−−−−− 32103
3

2
2

10 006003501860186018601860 ttttttt XXXXXX ,,,,, θθε
Òåïåðü ìîæíî ñðàâíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû: 0,173 è 0,186 (ýòî ïåð-
âûå êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé); 0,035 è 0,108 è, íàêîíåö, ïîñëåä-
íèå – 0,006 è 0,144. Åñëè ïåðâûå êîýôôèöèåíòû áîëåå èëè ìåíåå ñîîòâåòñòâóþò
äðóã äðóãó, òî ïîñëåäóþùèå óæå íå î÷åíü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðàòêîñðî÷íàÿ äè-
íàìèêà ìîäåëåé ðàçëè÷íà. Íî åñëè ñëîæèòü âñå êîýôôèöèåíòû, òî ýòè ñóììû
îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè. Îäíà ðàâíà 0,843, à âòîðàÿ – 0,791. Ñóììà êî-
ýôôèöèåíòîâ ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè õàðàêòåðèçóåò ïîëíîå èëè äîë-
ãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Ïîýòîìó äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå ýòèõ äâóõ ìîäåëåé íå
î÷åíü îòëè÷àåòñÿ äðóã îò äðóãà.

p
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Êàê óæå óïîìèíàëîñü, áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ èäåÿ, èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ
ïîðòôåëÿ ìîäåëåé. Ò.å. âìåñòî òðåáîâàíèÿ âûáîðà îäíîé åäèíñòâåííîé ìîäåëè ìû
âûáèðàåì íàáîð, ïîðòôåëü ìîäåëåé, êîòîðûìè ìîæíî îïèñûâàòü èññëåäóåìûé
âðåìåííîé ðÿä.

×òîáû ñôîðìèðîâàòü ýòîò ïîðòôåëü, áûë ïðåäëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä,
ò.å. áåç ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, ïðîñòî èç ðàçóìíûõ ñîîáðàæåíèé. Poskitt è Tre-
mayne â 1987 ã. [12] ïðåäëîæèëè ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìåðû áëèçîñòè ìîäå-

ëåé ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó: 
]}),(),([{

exp
qpAICqpAICT

R
−−

= 112
1

. Çäåñü ïàðàìåòðû (p1, q1)
õàðàêòåðèçóþò íàèëó÷øóþ ïî ðàññìàòðèâàåìîìó êðèòåðèþ ìîäåëü. À äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ ìîäåëåé ñ ïàðàìåòðàìè (p, q) ìû ðàññ÷èòûâàåì âåëè÷èíó R. Íèêàêîãî
ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà â íåé íåò, ýòî ïðîñòî ìåðà «ðàññòîÿíèÿ» ìåæäó ìîäåëÿ-

ìè. Poskitt è Tremayne ïðåäëîæèëè âêëþ÷àòü ìîäåëü â ïîðòôåëü, åñëè 10<R .
Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä ê íàøåìó ïðèìåðó, ïîñìîòðèì ê êàêèì ìîäåëÿì ìû

ïðèõîäèì. Êðèòåðèé AIC îòáèðàåò â íàøåì ñëó÷àå 6 ìîäåëåé:

}),(;),(;),(;),(;),(;),({ 013011201003 ,

êîòîðûå ðàçóìíî ðàññìàòðèâàòü.
À âîò êðèòåðèé BIC âûáðàë âñåãî 3 ìîäåëè: }),(;),(;),({ 000110 . Ëþáîïûòíî, ÷òî

ïî êðèòåðèþ BIC äàæå ìîäåëü (0,0) âêëþ÷àåòñÿ â ïîðòôåëü, ò.å. äàæå ìîäåëü ÷èñ-
òîãî áåëîãî øóìà íå òàê óæ ïëîõà. Âñå ìîäåëè î÷åíü ïðîñòûå (ñ ìàëûì ÷èñëîì
êîýôôèöèåíòîâ), êàê ìû óæå îòìå÷àëè ó êðèòåðèÿ BIC áîëåå ñåðüåçíûå øòðàôû
çà ïîòåðþ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Îòîáðàííûå ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è äëÿ ïîèñêà
âçàèìîñâÿçåé ìåæäó ïåðåìåííûìè. Ýòî áîëåå èëè ìåíåå æåñòêèé îòáîð «êàíäèäà-
òîâ».

Ëåêöèÿ 7

Ïðîãíîçèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ARMA ìîäåëåé

Ïðîãíîçèðîâàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé ýêîíîìè÷åñêîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿäîâ. Èñïîëüçîâàíèå
ìîäåëåé òèïà ARMA îáëàäàåò íåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãíî-
çèðîâàíèåì ïî ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè. Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ïðà-
âèëüíî ñïåöèôèðîâàííîé ìîäåëè, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò 2 èñòî÷íèêà îøè-
áîê ïðîãíîçà:

− íåîïðåäåëåííîñòü áóäóùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ε ;
− îòñóòñòâèå òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè (ó íàñ åñòü òîëüêî

èõ îöåíêè, îöåíåííûå ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå).
Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ìîäåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè ìû îöåíèâàåì

çíà÷åíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ – ðåãðåññîðîâ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ïðîãíîçà, êàê ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, óñëîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè óñëîâèè
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èìåþùåéñÿ âûáîðêè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Èíàÿ ñèòóàöèÿ â ìîäåëÿõ òèïà
ARIMA. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ïðîãíîçèðóåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî áóäóùåãî ìîìåíòà
âðåìåíè, ïðè ýòîì ëàãîâûå çíà÷åíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé, ñëóæàùèå ðåãðåññîðàìè
ìîäåëè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôèêñèðîâàííûìè íà âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèÿõ, èëè
ñëó÷àéíûìè. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü ïðèâîäèò ê óñëîâíîìó ïðîãíîçó, êàê è äëÿ ìî-
äåëè ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè, à âòîðàÿ – ê áåçóñëîâíîìó ïðîãíîçó. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ìîäåëè òèïà ARIMA ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñ-
ëîâíûé, òàê è áåçóñëîâíûé ïðîãíîçû. Èç êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå ïðåâûøàåò åå áåçóñëîâíóþ äèñïåð-
ñèþ, ïîýòîìó òî÷íîñòü óñëîâíîãî ïðîãíîçà âñåãäà âûøå.

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïî ìîäåëè ARIMA îò èìåþùåéñÿ âûáîðêè çàâèñÿò
êàê îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè, òàê è çíà÷åíèÿ ðåãðåññîðîâ, ïîýòîìó ñëîæíî
àíàëèòè÷åñêè âûðàçèòü óñëîâíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà ÷åðåç èìåþùèåñÿ
çíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà. Îáùåïðèíÿòî îãðàíè÷èâàòüñÿ íå î÷åíü ðåàëèñòè÷íûì
ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìîäåëè èçâåñòíû òî÷íî. Ðàçóìååòñÿ,
ýòî ïðåäïîëîæåíèå óìåíüøàåò äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà, ÷åì óâåëè÷èâàåò êà-
æóùóþñÿ òî÷íîñòü êàê óñëîâíîãî, òàê è áåçóñëîâíîãî ïðîãíîçîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìû õîòèì äîñòè÷ü ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé
îøèáêè (MSE), ò.å. íå òðåáîâàòü íåñìåùåííîñòè, òî íàäî âçÿòü óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîé îæèäàíèå: },...{ ThT XXXE 1+ . Òàêîå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

áóäåò ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå MSE, èëè èíîãäà åå îáîçíà÷àþò MMSE, ò.å. Mini-
mum mean square error.

Íà÷íåì ñ ìîäåëè ÌÀ(q): qtqtttX −− ++++= εβεβεθ ...11 . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî êî-

ýôôèöèåíòû ìîäåëè òî÷íî èçâåñòíû, è ÷òî èìåþòñÿ çíà÷åíèÿ Xt äëÿ ],[ Tt 1∈ .
Î÷åâèäíî, ÷òî áåçóñëîâíûì òî÷å÷íûì ïðîãíîçîì äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè áó-
äåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà, ò.å. θ . Óñëîâíûì ïðîãíîçîì äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè T+1 áóäåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

},...,...{~
TqTqTTT XXEX 11111 +−++ ++++= εβεβεθ .

Ñðåäè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ε, êîòîðûå ñòîÿò â ëåâîé ÷àñòè, åñòü òàêèå, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ èìåþùèìèñÿ íàáëþäåíèÿìè. Âåäü íàáëþäåíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç «ìî-
äåëüíîãî» çíà÷åíèÿ è îøèáêè, ïîýòîìó óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ

ñëàãàåìûõ, êðîìå 1+Tε , íå ðàâíû íóëþ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà },...{ TT XXE 1ε , ïîòîìó

÷òî ñõåìà îäíà è òà æå. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå – îñòàòîê ìåæäó íàáëþäå-

íèåì è ðàñ÷åòîì, ïðîãíîçîì ïî ìîäåëè, ò.å. TTT XXe ~
−= . Ïîýòîìó óñëîâíûå ìàòå-

ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò âñåõ ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé
íàäî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè îñòàòêàìè. Òî÷íî òàê æå êîíñòðóèðóåòñÿ ïðî-
ãíîç íå íà 1, à íà 2 è âîîáùå íà h øàãîâ âïåðåä. Âñå ïîñëåäóþùèå ε çàìåíÿþòñÿ
íóëÿìè, à ïðåäûäóùèå – çàìåíÿþòñÿ ðåàëüíî íàáëþäàåìûìè îñòàòêàìè. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè MA(q) ïðîãíîç çàâèñèò îò òîãî, êàêèå îøèáêè áûëè íà ïðå-
äûäóùèõ øàãàõ. Íà÷èíàÿ ñ øàãà (q+1) óñëîâíûé ïðîãíîç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
ñòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå θ , ò.å. óñëîâíûé ïðîãíîç ñîâïàäàåò ñ áåçóñëîâíûì.

Ðàññìîòðèì óñëîâíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà íà 1 øàã:
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.}),...)......{((),...~var( 22
111111111 εσββθεβεβεθ =++−−++++=− +−+−+++ TqTqTqTqTTTTT XXeeEXXXX

Àíàëîãè÷íî äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà 2 øàãà ðàâíà 22
1122 1 εσβ )(),...~var( +=− ++ TTT XXXX ,

à äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà íà h øàãîâ ñîñòàâèò 222
11 εσββ )...( h+++  ïðè h<q. Ïðè qh ≥

äèñïåðñèÿ îøèáêè óñëîâíîãî ïðîãíîçà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé äèñïåðñèè îøèáêè áåç-
óñëîâíîãî ïðîãíîçà, ò. å. ïðîñòî äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà tX .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîäåëü ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà AR(p):

tptpttt XXXX εαααθ +++++= −−− ...2211 .

Äëÿ ïðîãíîçà íà 1 øàã âïåðåä ìîæíî çàïèñàòü:

....},......{},...{~
pTpTTTpTpTTTT XXXXXXEXXXEX −+−++ +++=++++== ααθεααθ 1111111

Ìû ïðîñòî ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå ìîäåëè p ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ðåàëèçàöèè
âðåìåííîãî ðÿäà. Äëÿ ïðîãíîçà íà 2 øàãà âïåðåä ïîëó÷àåì:

},......{},...{ TTpTpTTT XXXXEXXXE 1221112 ++−++ ++++= εααθ .

Ðàçóìååòñÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ñëó÷àéíîé îøèáêè ε îïÿòü äàñò 0,
óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò 1X , 2X ,…, TX  ðàâíû ñàìèì ýòèì çíà÷åíè-

ÿì, íî â ýòî âûðàæåíèå âõîäèò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò 1+TX , ïî-
ëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ìîæíî ïîäñòàâèòü åãî âûðàæåíèå è ïîëó÷èòü
ðàçâåðíóòóþ ôîðìóëó ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðåàëèçàöèè, íî îáû÷íî ýòî íå íóæíî.
Óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîñëåäîâàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïðîãíîçà. Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíå-
íèåì ïîðÿäêà p, è åãî ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè t ê âåëè÷èíå

pαα
θ

−−− ...11 , ò.å. îïÿòü ê áåçóñëîâíîìó ïðîãíîçó.

Óñëîâíóþ äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà ìîæíî ðàññ÷èòàòü àíàëîãè÷íî ñëó-
÷àþ ìîäåëè ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, íî âûêëàäêè ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè,
äàæå äëÿ ìîäåëåé ìàëîãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîäåëü AR(2) áåç ñâî-

áîäíîãî ÷ëåíà. Òîãäà 1211 −+ += TTT XXX αα~
, à 11211 +−+ ++= ТTTT XXХ εαα . Î÷åâèäíî,

÷òî äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà 1 øàã ðàâíà 2
εσ . Äëÿ ïðîãíîçà íà 2 øàãà ñîîò-

âåòñòâåííî ïîëó÷àåì:

TTTTTT XXXXXX 212112112 αααααα ++=+= −++ )(~~
,

221121122112 ++−+++ ++++=++= TTTTTTTTT XXXXXX εαεαααεαα )( .

Äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà 2 øàãà ðàâíà: 22
11 εσβ )( + . Äëÿ ïðîãíîçà íà 3 øàãà

ïîëó÷èì:

)())((~~~
1212212111122113 −−++ ++++=+= TTTTTTTT XXXXXXXX αααααααααα ,

.)())(( 31121222112111

312213

++−++−

++++
++++++++=

=++=
TTTTTTTTT

TTTT
XXXXX

XXX
εεαααεαεαααα

εαα
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Äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà 3 øàãà ðàâíà 24
12

2
1

2
2

2
1 21 εσβββββ )( ++++ .

Î÷åâèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ îøèáêè óâåëè÷èâàåòñÿ îò øàãà ê øàãó.
Çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè ïðîãíîçà ïî-

ëó÷àþòñÿ, åñëè ïåðåéòè îò AR(p) ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëè ê ýêâèâàëåíòíîìó MA
ïðåäñòàâëåíèþ ...... +++++= −− qtqtttX εψεψεθ 11 , õîòÿ è ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

ñëàãàåìûõ. Òîãäà äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà íà h øàãîâ âûðàæàåòñÿ î÷åâèäíîé

ôîðìóëîé ∑
−

=

1

0

22
h

i
iψσ ε )( 10 =ψ .

Äëÿ îáùåé ìîäåëè ARMA(p,q) íóæíî ïðîñòî îáúåäèíèòü òî, ÷òî ìû ñåé÷àñ
ïîëó÷èëè. Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü MMSE ïðîãíîç, òî ìû ðàññ÷èòûâàåì ïðîãíîç-
íûå çíà÷åíèÿ ïî íàøåé ìîäåëè, ïîäñòàâëÿÿ òóäà äëÿ âðåìåíè [1,T] – íàáëþäåí-
íûå çíà÷åíèÿ Х è ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ îñòàòêîâ, à äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè – çàìåíÿåì îñòàòêè íóëÿìè, à äëÿ çíà÷åíèé Х ïîäñòàâëÿåì èõ
ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèè îøèáêè ïðîãíîçà ïåðåõîäèì ê
ÌÀ ïðåäñòàâëåíèþ è ïîëüçóåìñÿ òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé ôîðìóëîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëü ARMA(1,1) 11 −− ++= tttt XX βεεα .

Òîãäà ...)...)(()()( +++=++++=+−= −−
−

2211
221 1111 tttttt LLLLLX εηεηεεβααεβα , ãäå

βαη +=1 , )( βααη +=2 ,…, )( βααη += −1k
k . Íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî êîýôôèöèåíòû

óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Òåïåðü ëåãêî ïîñ÷èòàòü äèñïåðñèþ îøèáêè

ïðîãíîçà íà h øàãîâ: ∑∑
−

=

−

= −
−+

+=++=
1

0
2

2
2222

1

0

22

1
111

h

i

h
i

h

i
i )))((())((

α
αβασβαασησ εεε . Ñðàâ-

íèâ ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ëåêöèè 3, âèäèì, ÷òî è äëÿ ýòîé ìîäåëè äèñ-
ïåðñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà äèñïåðñèè âðåìåííîãî ðÿäà.

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ óñëîâíûé òî÷å÷íûé ïðîãíîç àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïðèáëèæàëñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ðÿäà, à äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðî-
ãíîçà – ê äèñïåðñèè ðÿäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà âëèÿíèå
èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè î ðåàëèçàöèè íà ïðîãíîç è åãî òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêè
óáûâàåò äî íóëÿ. Ê òîìó æå ïðè óâåëè÷åíèè ãîðèçîíòà ïðîãíîçà äèñïåðñèÿ îøèá-
êè íå ïðåâûøàåò äèñïåðñèè âðåìåííîãî ðÿäà. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðåàëèñòè÷åñêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ìîäåëè èçâåñòíû òî÷íî.

Òàê æå, êàê è â ìîäåëÿõ ìíîæåñòâåííîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè, õîðîøåå êà-
÷åñòâî ïîäãîíêè ìîäåëè ARIMA íå ãàðàíòèðóåò âûñîêîé òî÷íîñòè ïðîãíîçà, ò.å.
âûñîêîé ïðîãíîçíîé ñèëû. Äëÿ îöåíêè ïðîãíîçíûõ ñâîéñòâ ìîäåëè îäíèì èç îáùå-
óïîòðåáèòåëüíûõ ïðèåìîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå èìåþùåéñÿ ðåàëèçàöèè íà 2 ÷àñòè.
Ïî ïåðâûì n íàáëþäåíèÿì âûáèðàåòñÿ è îöåíèâàåòñÿ ìîäåëü, à ïî ïîñëåäíèì (T-n)
íàáëþäåíèÿì ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå íàáëþäåííûõ è ðàññ÷èòàííûõ ïî ìîäåëè çíà-
÷åíèé. Òàêàÿ ïðîöåäóðà èíîãäà íàçûâàåòñÿ ïîñòïðîãíîçîì. Ñðàâíèâàÿ ïðîãíîçíóþ
ñèëó ìîäåëåé, îòîáðàííûõ ïî êðèòåðèþ Ïîñêèòòà–Òðåìåéíà, ìû âûáèðàåì «íàè-
ëó÷øóþ».
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Íåñòàöèîíàðíûå âðåìåííûå ðÿäû

Ñåé÷àñ ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.
Òåïåðü ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü. Èç òåîðåìû Âîëüäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëè òèïà
ARMA îõâàòûâàþò âñå ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû. À âîò ñ íåñòàöèîíàðíûìè âðå-
ìåííûìè ðÿäàìè ñèòóàöèÿ èíàÿ, ôàêòè÷åñêè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷à-
ñòíûå âèäû íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ñ îäíèì èç òàêèõ âèäîâ ìû óæå
âñòðå÷àëèñü. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäåëè ARIMA(p,d,q), d – ýòî ñòåïåíü èíòåãðàöèè
ðÿäà, ò.å. ðÿä ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ d ðàç îïåðàöèè âçÿòèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàçíîñòè. Ìû íà÷íåì ðàññìîòðåíèå èìåííî ñ íåñòàöèîíàðíûõ
ðÿäîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ âçÿòèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Åñòåñòâåííî, ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî âèäà ðÿäà
I(1). Îêàçàëîñü, ÷òî 2 ðàçíûõ ïî ñâîéñòâàì òèïà íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ ïðèâîäÿò-
ñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Ìû èõ
óæå ðàññìàòðèâàëè.

1 òèï: ïðîöåññ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ïîëèíîìèàëüíûì òðåíäîì.
)(tPX kt = , ãäå )(tPk – ïîëèíîì ñòåïåíè k îò t, à tε

 
– ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, íå

îáÿçàòåëüíî áåëûé øóì. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ëèíåéíîãî
òðåíäà tt tX εβα ++= , òî ìîæíî çàïèñàòü: )()( 11 1 −− −+=−=−=∆ tttttt XLXXX εεβ .

Ïîñêîëüêó εt – ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, òî åãî ïåðâàÿ ðàçíîñòü òàêæå ñòàöèîíàð-
íûé ïðîöåññ, õîòÿ åñëè εt – áåëûé øóì, òî ïîÿâëÿåòñÿ ÌÀ-÷àñòü. Â ñëó÷àå ïîëè-
íîìèàëüíîãî òðåíäà äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó íóæíî âçÿòü ïîñëåäî-
âàòåëüíóþ ðàçíîñòü íåñêîëüêî ðàç.

2 òèï: ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ: ttt XX εµ ++= −1 . Â ýòîì ñëó÷àå

ttX εµ +=∆ , è ïðîöåññ tX  íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ñ äðåéôîì. Ìû

ìîæåì çàïèñàòü ðåøåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

.∑
−

=
−+=

1

0

t

j
jtt tX εµ

Ïîýòîìó, åñëè ïðèìåíèòü ïîäõîä Áîêñà–Äæåíêèíñà è, èìåÿ íåêîòîðóþ ðåà-
ëèçàöèþ, ïåðåéòè ê ðàçíîñòÿì, îöåíèòü ìîäåëü ARMA(p,q), òî ÷òîáû âåðíóòüñÿ
íàçàä ê ïðîöåññó Xt, íóæíî âûáðàòü, ïî êàêîé ñõåìå âîçâðàùàòüñÿ. Êàê ìû óæå
ðàññìàòðèâàëè, ýòè ïðîöåññû âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Â ÷åì-òî îíè ñõîæè: ó îáîèõ
åñòü ëèíåéíûé òðåíä, íî îíè îòëè÷àþòñÿ ñëó÷àéíîé ÷àñòüþ. Â ïåðâîì ñëó÷àéíàÿ
÷àñòü – ýòî òåêóùèé øîê, òåêóùèå âîçìóùåíèÿ, à âî âòîðîì – ýòî íàêîïëåííûå
âîçìóùåíèÿ îò âñåõ ïðåäûäóùèõ øîêîâ.

Åñëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàöèîíàðíîìó âèäó òîëüêî
âçÿòèåì ïåðâîé ðàçíîñòè, òî ðÿä ïåðâîãî òèïà ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàöèîíàðíîìó
âèäó òàêæå âûäåëåíèåì ëèíåéíîãî òðåíäà, íàïðèìåð ïîñòðîèâ ëèíåéíóþ ðåãðåñ-
ñèþ íà âðåìÿ è ðàññìîòðåâ ñòàöèîíàðíûé îñòàòîê. Ïðèìåíèì ëè òàêîé ïîäõîä ê
ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ? ×òî ïðîèçîéäåò, åñëè íà ñàìîì äåëå ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, ïóñòü äàæå äëÿ ïðîñòîòû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì, ò.å. èìååò âèä ttX ε=∆ , à ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ íà âðåìÿ âèäà

tt tX εβα ++= ? Ìîæíî èíòóèòèâíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ìû ïîëó÷èì çíà÷èìûé ïî
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t-ñòàòèñòèêå êîýôôèöèåíò β. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ êàê áû ïðåîáðàçóåò
íåïîñòîÿííóþ äèñïåðñèþ â çíà÷èìûé òðåíä, ò.å. â íåïîñòîÿííîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ýòè 2 òèïà ïðîöåññà ñïóòàåì. Âîïðîñ î òîì, íà-
ñêîëüêî îïàñíî ïóòàòü ýòè 2 ïðîöåññà ìåæäó ñîáîé, ïðèâëåê âíèìàíèå îòíîñè-
òåëüíî ïîçäíî. Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ äëÿ ýòèõ òèïîâ íåñòà-
öèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.

1 òèï: ïðîöåññ, ïðèâîäèìûé ê ñòàöèîíàðíîìó ïóòåì âûäåëåíèÿ ëèíåéíîãî
òðåíäà – TSP (trend stationary process). Ýòî ïðîöåññ âèäà tt tX εβα ++= , îí ïðè-

âîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó ïóòåì âêëþ÷åíèÿ â ðåãðåññèþ ëèíåéíîãî
òðåíäà. Ýòî, â ïðèíöèïå, ïðîöåññ, ó êîòîðîãî åñòü äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä.
Èíîãäà òàêîé ïðîöåññ íàçûâàþò TS.

2 òèï: ïðîöåññ, ïðèâîäèìûé ê ñòàöèîíàðíîìó ïóòåì âçÿòèÿ ïåðâîé ðàçíî-
ñòè – DSP (diferencing stationary process). Âèä ýòîãî ïðîöåññà òàêîâ: ttt XX ε+= −1 .

Èíîãäà òàêîé ïðîöåññ íàçûâàþò DS.
Ñâåäåì æå ðàññìîòðåííûå íàìè ðàçëè÷èÿ â ñâîéñòâàõ ýòèõ ïðîöåññîâ â

òàáë. 7.1.
Òàáëèöà 7.1.

Ïðîöåññ TSP Ïðîöåññ DSP

• Íå ñòàöèîíàðåí èç-çà íåïîñòîÿííîãî
òðåíäà.
• Êîíå÷íàÿ ïàìÿòü î øîêàõ, îí çàáûâàåò
îá îøèáêå íà ïðåäûäóùåì øàãå ñðàçó. Åñ-
ëè âìåñòî áåëîãî øóìà áóäåò ñòîÿòü áî-
ëåå îáùèé ïðîöåññ ARMA(p,q), òî, êîíå÷-
íî, øîêè ñêàçûâàþòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ,
íî èõ âëèÿíèå ñî âðåìåíåì îñëàáåâàåò.

• Íå ñòàöèîíàðåí èç-çà íåïîñòîÿííîé
äèñïåðñèè.
• Òàê êàê â ÿâíîì ðåøåíèè ñòîèò ñóì-
ìà âñåõ ïðåäûäóùèõ ε, òî øîêè ïîìíÿò-
ñÿ âñå âðåìÿ. Ýòî ïðîöåññ ñ áåñêîíå÷íîé
ïàìÿòüþ. Ýêîíîìè÷åñêè ýòî íå î÷åíü
ïîíÿòíî, øîêè íå äîëæíû ñêàçûâàòüñÿ
ïîñòîÿííî.

Â 1984 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà ðàáîòà Íåëüñîíà è Êàíãà [10], â êîòîðîé îíè
çàäàëèñü âîïðîñîì: ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ DSP, à ìû áóäåì âû-
äåëÿòü ëèíåéíûé òðåíä, êàê äëÿ ïðîöåññà òèïà TSP? Èõ ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó-
÷åíû ñ ïîìîùüþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èñïûòàíèé Ìîíòå-Êàðëî è çàêëþ÷àëèñü â
ñëåäóþùåì.

1. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ áåç äðåéôà íà âðåìÿ äàåò êî-
ýôôèöèåíò ìíîæåñòâåííîé äåòåðìèíàöèè 4402 ,≈R  íåçàâèñèìî îò ðàçìåðà âû-
áîðêè, ò.å. R2 çíà÷èì äàæå äëÿ ìàëîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê íàáëþäåíèÿ.

2. Åñëè äðåéô ïðèñóòñòâóåò ( 0≠µ ), òî 4402 ,>R  è çàâèñèò îò ðàçìåðà âû-

áîðêè. Ýòî èíòóèòèâíî ìîæíî ïîíÿòü, ïîòîìó ÷òî êàê òîëüêî 0≠µ , ïîÿâëÿåòñÿ

ñâîé òðåíä – íåñòàöèîíàðíîå ñðåäíåå. Òàêæå îêàçàëîñü, ÷òî 12 →R  ïðè ∞→T ,

ò.å. äëÿ ïðîöåññà DSP ñ äðåéôîì 12 →R  ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè. Ýòî
ÿâëåíèå çíà÷èìîãî êîýôôèöèåíòà òðåíäà, êîãäà â èñòèííîì óðàâíåíèè òðåíä îò-
ñóòñòâóåò, áûëî íàçâàíî «êàæóùèåñÿ òðåíäû» (spurious trends).

3. Îöåíêà äèñïåðñèè îñòàòêîâ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 14% îò èñòèííîé äèñ-
ïåðñèè ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ, ò.å. îöåíêà äèñïåðñèè ñèëüíî çàíèæåíà. Ïðîöåäó-
ðà îöåíèâàíèÿ óêàçûâàåò íà çíà÷èìûé òðåíä è ìàëóþ äèñïåðñèþ, õîòÿ íà ñàìîì
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äåëå ïðîöåññ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñòóùåé áåç îãðàíè÷åíèé
äèñïåðñèåé.

4. Îñòàòêè ðåãðåññèè îêàçûâàþòñÿ êîððåëèðîâàííûìè ñ êîýôôèöèåíòîì

êîððåëÿöèè ïðèìåðíî ðàâíûì Т
1011 −=ρ .

5. Ðàçóìååòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå t-ñòàòèñòèêà íå ãîäèòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû î çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè âðåìåíè, îíà ñìåùåíà â ñòîðîíó ïðèíÿòèÿ
ãèïîòåçû î íàëè÷èè ëèíåéíîãî òðåíäà.

6. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ êîððåëÿöè-
îííóþ çàâèñèìîñòü.

Ýòîò ïóíêò òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ. Åñëè âçÿòü 2 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ áëóæ-
äàíèÿ:

ttt

ttt
XX

YY
ε

υ
+=

+=
−

−

1

1 ,

ãäå tυ  è tε  – íåçàâèñèìûå áåëûå øóìû, è ïîñòðîèòü ðåãðåññèþ ttt ubXaY ++= , òî

èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìû îæèäàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò b áóäåò íåçíà÷èì. Íî âû
äîëæíû ÷óâñòâîâàòü èç ïåðâûõ ÷åòûðåõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ýòîãî çäåñü íå ïðîèçîé-
äåò. Äâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿ ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ðåãðåññèîííóþ
çàâèñèìîñòü, êîýôôèöèåíò b îêàçûâàåòñÿ çíà÷èìûì. Êàê ìîæíî ýòî ïîÿñíèòü? Åñëè
îáà ïðîöåññà èìåþò çíà÷èìûå òðåíäû, òî îíè îáà çàâèñÿò îò t. Ðåãðåññèîííûé àíà-
ëèç ïîêàæåò, ÷òî ïðîöåññû çàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè êàæäàÿ
èç âåëè÷èí, ìåæäó êîòîðûìè ìû èùåì ðåãðåññèîííóþ çàâèñèìîñòü, ÿâëÿåòñÿ DS-
ïðîöåññîì, òî ðåãðåññèÿ ìåæäó íèìè ÿâëÿåòñÿ «êàæóùåéñÿ». Òàêèì îáðàçîì, íåêî-
òîðûå çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ êàæóùèìèñÿ. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçàíà äèíà-
ìèêà äåíåæíîé ìàññû è èíôëÿöèè, íî ìû íå ó÷ëè, ÷òî îáà ïðîöåññà – DSP, è
ñäåëàííûé ýêîíîìè÷åñêèé âûâîä íåïðàâîìî÷åí. Ýòîò ðåçóëüòàò Íåëüñîíà è Êàíãà
ïîêàçûâàåò îïàñíîñòü ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ îáû÷íîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà â
òîì ñëó÷àå, êîãäà äàííûå ÿâëÿþòñÿ òèïà DS.

Çíà÷èìîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà îñîáî ïîä÷åðêíóòà áîëåå ðàííåé, çíàìåíèòîé
ðàáîòîé Íåëüñîíà è Ïëîññåðà [11], êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì èñòîðè÷åñêèõ
ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ðÿäîâ â ÑØÀ. Ðåçóëüòàò ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè âñå ðÿäû ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ÑØÀ, çà èñêëþ÷åíèåì
ðÿäà óðîâíÿ áåçðàáîòèöû, îêàçàëèñü ðÿäàìè òèïà DS, ò.å. òèïà ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ ñ äðåéôîì. Ýòî ïðîèçâåëî âïå÷àòëåíèå ðàçîðâàâøåéñÿ áîìáû. Èçâåñòíûé
ýêîíîìèñò Ñàðæåíò çàìåòèë, ÷òî âñå, ÷òî ñäåëàíî äî ñèõ ïîð â îáëàñòè ìàêðîýêî-
íîìè÷åñêîé äèíàìèêè, ïîäëåæèò ïåðåñìîòðó. Ïðàâäà, äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçàëè, ÷òî ñèòóàöèÿ íå ñòîëü äðàìàòè÷íà.

Äâå ýòè ðàáîòû, Íåëüñîíà–Êàíãà è Íåëüñîíà–Ïëîññåðà, ïîñòàâèëè âîïðîñ
ðåáðîì. Îêàçûâàåòñÿ, íàäî ïðîâîäèòü ÷åòêîå ðàçãðàíè÷åíèå ìåæäó ðÿäàìè äâóõ
âèäîâ: DS è TS. Åñëè òðåíä â ìîäåëè òèïà TS îòñóòñòâóåò, òî âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê
ðàçëè÷èþ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè è íåñòàöèîíàðíûìè ðÿäàìè. Ðàíüøå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàëè äëÿ ýòîãî ïîâåäåíèå âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû ðàññìàòðèâàëè ðÿä çíà÷åíèé ñïðýäà â Âåëèêîáðèòà-
íèè è ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî îí îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ AR(1). Åñëè âçÿòü ïåðâûå
ðàçíîñòè ýòîãî ðÿäà, òî îí áóäåò òàêæå õîðîøî îïèñûâàòüñÿ ìîäåëüþ ARIMA(0,1,0).
À ýòî î÷åíü ðàçíûå ðÿäû. Îäèí èç íèõ (TS ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïðè òðåí-
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äå) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, à âòîðîé – íåñòàöèîíàðíûì. Âèçóàëüíîå æå èññëåäî-
âàíèå ïîâåäåíèÿ âûáîðî÷íîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ò.å. ïðèìåíåíèå ïîä-
õîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà íå ïîçâîëÿåò íàäåæíî âûáðàòü, ê êàêîìó èç òèïîâ îòíî-
ñèòñÿ èññëåäóåìûé ðÿä.

Ìû íóæäàåìñÿ â ìåòîäå, ïîçâîëÿþùåì ôîðìàëüíî ïðîâîäèòü ðàçëè÷èå ìå-
æäó ðÿäàìè òèïà TSP è DSP.

Ýòè 2 ðÿäà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ìîäåëÿìè:

TSP DSP

tt tX εβα ++= ttt XX εµ ++= −1

Ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü ìîäåëü: ttt tXX εβρα +++= −1 . Îíà âîáðàëà ÷åðòû

îáåèõ ìîäåëåé, è ãèïîòåçû î õàðàêòåðå ðÿäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîñòûõ ãè-
ïîòåç î åå ïàðàìåòðàõ.

Н0: ðÿä ÿâëÿåòñÿ DS ⇒ 




=
=

0
1

β
ρ .

Н1: ðÿä ÿâëÿåòñÿ TS ⇒ 1<ρ  (òîãäà ε áóäåò íå ïðîñòî áåëûé øóì, à íåêî-

òîðûé ñòàöèîíàðíûé ðÿä. Âîîáùå-òî ìû ýòî èìåëè â âèäó, êîãäà îïðåäåëÿëè TS,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îí ïðèâîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ òðåíäà).

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáùèõ ëèíåéíûõ ãèïîòåç. Ïðè òðàäèöè-
îííîì ïîäõîäå äëÿ åå ïðîâåðêè íóæíî îöåíèòü 2 ðåãðåññèè: ttt tXX εβρα +++= −1  è

ttt XX εα ++= −1 . È çàòåì ïðîâåðèòü çíà÷èìîñòü ðàçíîñòè îñòàòî÷íûõ ñóìì êâàä-

ðàòîâ, èñïîëüçóÿ F-ñòàòèñòèêó.
Òåñò, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðîãî ìû ñåé÷àñ ïåðåõîäèì, ïîÿâèëñÿ ñíà÷àëà â

áîëåå ïðîñòîé âåðñèè ýòîé ìîäåëè: ttt XX ερα ++= −1 , ò.å. áåç âêëþ÷åíèÿ ëèíåé-

íîãî òðåíäà. Â ýòîì ñëó÷àå ãèïîòåçû ïðèíèìàþò âèä:

Н0: 1=ρ  ⇒ DS

Н1: 1<ρ ⇒ TS.

Òåïåðü ìîæíî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 1=ρ  ïðè ïîìîùè t-ñòà-
òèñòèêè. Óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå. Ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç îáåèõ
÷àñòåé Xt-1, ïîëó÷èì ttt XX ερα +−+=∆ −11)( . Ïóñòü γρ =−1 , òîãäà ïðîâåðÿåìûå

ãèïîòåçû ïðèìóò âèä:

Н0: 0=γ
Н1: 0<γ .

Â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ ïðîâåðêè òàêîé ãèïîòåçû ïðèìåíÿ-
åòñÿ îäíîñòîðîííÿÿ t-ñòàòèñòèêà. Íî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû, ðÿä

tX  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, åãî äèñïåðñèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

ïðè óâåëè÷åíèè t, è ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

 íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
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åì Ñòüþäåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, è àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè
íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Ïðè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíåíèå óñëîâèé Öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñòîõàñòè÷åñêèå èí-

òåãðàëû îò âèíåðîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íî ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì. Êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññ÷èòûâàòü ÷èñëåííî, èñïîëü-
çóÿ ñèìóëÿöèîííûå ïðîöåäóðû Ìîíòå-Êàðëî. Âïåðâûå ýòî ðàñïðåäåëåíèå áûëî
âûâåäåíî è çàòàáóëèðîâàíî â ðàáîòå Äèêêè è Ôóëëåðà [3] è íîñèò èõ èìÿ. Òåñò,
èñïîëüçóþùèé äëÿ ïðîâåðêè òèïà íåñòàöèîíàðíîñòè ýòî ðàñïðåäåëåíèå, ïðè óñ-
ëîâèè 0=γ , ò.å. êîãäà ïðîöåññ ïðèíàäëåæèò òèïó DS, íàçûâàåòñÿ òåñòîì Äèêêè–

Ôóëëåðà, è îáîçíà÷àåòñÿ êàê DF-òåñò. Ïðè óñëîâèè, ÷òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà î òîì,
÷òî 0=γ , âûïîëíåíà, ìû èìååì ïðîöåññ òèïà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (DSP).
Èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íå ðàáîòàåò t-ñòàòèñòèêà.

Ïîçæå MàcKinnon [7] ðàñøèðèë ýòè òàáëèöû, ðàññìîòðåë íåêîòîðûå äðóãèå
ñëó÷àè è ïðåäëîæèë àïïðîêñèìèðóþùèå ôîðìóëû äëÿ áûñòðîãî ðàñ÷åòà êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ. Ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ Äèêêè è
Ôóëëåð òàêæå ðàññ÷èòàëè àíàëîã F-ñòàòèñòèêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåññ ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå òàêæå èíîãäà íàçûâàþò ðàñïðå-
äåëåíèåì Äèêêè–Ôóëëåðà. Îáû÷íî èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì èç ðàñïðåäåëåíèé
èäåò ðå÷ü.

Âåðíåìñÿ ê îáùåé ìîäåëè: ttt XtX ερβα +−++= −11)( . Â ýòîì ñëó÷àå ìû

èìååì ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

.:
;:

1
01

1

0
<

==
ρ

βρ
Н
Н

Ñðàâíèì, êàê âåäåò ñåáÿ DF-ñòàòèñòèêà è F-ñòàòèñòèêà. Íàñ èíòåðåñóåò
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè çàäàíîì ÷èñëå íàáëþäåíèé è äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè. Åñëè Ò – êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, òî â çàâèñèìîñòè îò íåãî ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ òàáë. 7.2 äëÿ óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 5%, â êîòîðîé F-ñòàòèñòèêà – ýòî
ôàêòè÷åñêè F2,T-3.

Òàáëèöà 7.2.

T DF F-ñòàòèñòèêà

25 7,24 3,42

50 6,73 3,20

100 6,49 3,10

∞ 6,25 3,00

Íà ðèñ. 7.1 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Äèêêè–Ôóëåðà è Ôèøåðà. Ìû âèäèì, ÷òî DF-ðàñïðåäåëåíèå çíà÷èòåëüíî ïðàâåå,
÷åì F-ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ñëó÷àåâ ïðèìåíå-
íèå ñòàíäàðòíîé F-ñòàòèñòèêè âåäåò ê òîìó, ÷òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê
òèïó TS, â òî âðåìÿ êàê îí òèïà DS, à èìåííî, åñëè F-ñòàòèñòèêà ïîïàäàåò â îá-
ëàñòü (à; â).
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Ðèñ. 7.1.

Êðîìå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, è
ôîðìà DF-ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñÿò îò òîãî, âêëþ÷åíû ëè â ìîäåëü ðåãðåññîðû

tt βα ,  èëè íåò íè òîãî, íè äðóãîãî. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ íóæíû, ïî ñóòè,
ðàçíûå òàáëèöû.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðèìåð îöåíêè êîíê-
ðåòíîãî ðÿäà: ëîãàðèôìà èíäåêñà ïðîèçâîäñòâà ïî äàííûì Ôåäåðàëüíîé Ðåçåðâ-
íîé Ñèñòåìû ÑØÀ [4]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äàííûå ñ I êâàðòàëà 1950 ã. ïî IV êâàð-
òàë 1977 ã. Ñïåöèôèöèðóåì ìîäåëü â ñëåäóþùåì âèäå:

ttttt YYYtY εααββ +−+⋅+⋅+= −−− )( 2121110 .

Åñòåñòâåííî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ),(~ 20 σε WNt , ò.å. áåëûé øóì.

Ýòà ìîäåëü áûëà îöåíåíà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íî ïåðåä îöåíè-
âàíèåì èç îáåèõ ÷àñòåé âû÷ëè 1−tY . Ýòî ñòàíäàðòíûé ïðèåì, òîãäà ìîæíî ñðàâíè-

âàòü êîýôôèöèåíò ñ íóëåì, à íå ñ åäèíèöåé. À â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îêàçûâà-
åòñÿ îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ Y∆ . Ïîýòîìó áûëè îöåíåíû 2 ñëåäóþùèå ìîäåëè,
ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîé è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçå (â ñêîáêàõ – ñòàíäàðòíûå
îøèáêè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ).

Ïåðâàÿ ìîäåëü: )(,,,,
),(),(),(),(..

21
0810

1
0330000340130

1 4980119000120520 −−−− −+−+=∆=− ttt
es

ttt YYYtYYY ;

                               )(, URRSSRSS 0564480= .

Âòîðàÿ ìîäåëü: Ïóñòü 10 11 == αβ ; . ÌÍÊ äàåò ñëåäóþùóþ ìîäåëü:

)(,,
),(),(..

21
083000250

1 447000540 −−− −+=− tt
es

tt YYYY . Ñîîòâåòñòâåííî )(, RRSSRSS 0632110= . Ñ÷èòàåì

ñòàíäàðòíîå F-îòíîøåíèå: 346
106

0564480
2

05644800632110
,,

),,(
=

−
=отношениеF . À òåïåðü ïî-

ñìîòðèòå íà ïðèâåäåííóþ âûøå òàáë. 7.2. Ðÿä ñîäåðæèò íåìíîãî áîëåå 100 òî÷åê,
ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ ñòðîêîé äëÿ 100 íàáëþäåíèé. Åñëè áû ìû ñðàâíèâàëè F-
îòíîøåíèå ñ êâàíòèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà, òî Fêðèòè÷åñêîå äëÿ 5-ïðîöåíò-
íîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè áûëî áû ðàâíî 3,1. Ñîîòâåòñòâåííî ìû áû ïðèøëè ê âû-
âîäó, ÷òî èññëåäóåìûé ðÿä – òèïà TS. Íî ìû äîëæíû ñðàâíèâàòü ñòàòèñòèêó ñ

а в

F-распределение

DF-распределение
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êâàíòèëÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Äèêêè–Ôóëëåðà, ò.å. ñ 6,49. Â ðåçóëüòàòå íà óðîâíå
çíà÷èìîñòè 5% ãèïîòåçà î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ íå ìîæåò áûòü îòâåðãíóòà, à
äëÿ íàñ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó DS. Ïîñêîëüêó ïðîâåðêà òèïà ðÿ-
äà – TS èëè DS – ñâîäèòñÿ ê òåñòèðîâàíèþ íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ åäèíè÷íîãî
êîðíÿ, òî ýòà ïðîöåäóðà íîñèò ñòàíäàðòíîå íàçâàíèå unit root test. Ðå÷ü èäåò î
ïðîâåðêå íàëè÷èÿ åäèíè÷íûõ êîðíåé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè. Íî íàëè-
÷èå èëè îòñóòñòâèå åäèíè÷íîãî êîðíÿ – ýòî òî, ÷òî â ïîäõîäå Áîêñà–Äæåíêèíñà
íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì èíòåãðàöèè – åäèíèöà èëè íóëü. Ò.å. unit root test, êîòîðûé
ïîÿâèëñÿ êàê âîçìîæíîñòü ðàçëè÷åíèÿ ìåæäó TS è DS ðÿäàìè, äàåò ñòàòèñòè÷å-
ñêóþ ïðîöåäóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðàöèè ðÿäà â ïîäõîäå Áîêñà–
Äæåíêèíñà.

Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Äèê-

êè–Ôóëëåðà äëÿ ñòàòèñòèêè 
)ˆ.(.

ˆ
γ

γ
es

. Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì åå ïðèìåíåíèå â

ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.
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